PEDOMAN PENILAIAN TES URAIAN
Mata Kulinh: Fisika Matematika [

No Aspek/konsep vana dinila Skor
l Penyelesaian:
Ketinggian pencapaian kelereng secam berturut-turut adalzh :
3 LIV L3
Pt Dot B Bl R
w11 ) :
Jadi, jarak total yang ditempuh kelereng adalsh jumlah tinggi awal
kelereng | m. ditambah 2 kali jumlah semua tinggi berikutnyn (karena
kelereng menempuh lintasan tegak bolak-balik yang sama panjang),
yaitu :
(3N 3Y LAY 1
L2 .i"1‘|t4l '3[4} i
Penyataan jumlsh bilangan yang dinulai dar suku kedua adalah deret
ukur dengan o = 2(3/4) = 3/2, dan r = 3%. Karena itu jumlahnyas adalah:
- I ;
(1-(374))
Jadi, deret di atas konvergen. Diari jumiah itu diperoleh:
d=1+8=Tm
Jadi jarak total yang ditempuh kelereng adalah 7 m. 1
2 Penyelesaian :
Untuk menentukan 3, harus dilakukan penjumlahan sebagian deret @ 1
gi=d, So=ded=dy; B, =d+dket=3,
Secara umun:
g .1
= [n 4 I'
Sehingga:
S=lim$, =lim—— =1 :
ner (n+1)
3 Penyelesaiannya:
Suku ke-n deret di atas adalah o, = 1—:1] |
Nishah suku berturutummnya : )
L O B .|
"la. || 2 ||(=x)| 12 |
Kemudian mengambil limitmya
5

” . Ixl
r=limr, = lim|— =
- n..-lz

T

Perhatikan bahwa kita telah mengambil nilai mutlak nisbah, karena
variable x dopat bernilai positif atau negative. Agar deret (1)
konvergen, maka menurut uji mishah, disyaratkan |2| <1 atay -2 < x <
2. Kita harus menvelidiki konvergensinyy untuk milai x di kedua




selang i
Untuk x =2, deret pangkat (1) memberi deret bilangan tetap:
e e o Rl
Suatu deret ukur dengan pembanding r =1, karepa it deret ini
divergen.
Untuk x =2, deret pangkat i 1) membern deret bilangan tetap:
=1+ i =144
Suatu deret bolak balik dengan ja| = 1. Karena |aq-i| = fit), maka deret
ini divergen.
Jadi selang konvergensi deret (1) adalzh -2 <x <32,

Penyelesaian:
Turunan semua orde fungsi fix) = e* terhadop x disekitar x = 0,
adalah.

Fixy=Fix)= .. Mx)=...=¢
Karena i,
f(0)=F0)... "{x)=...=I
Dengan demikian, uraian deret taylomya disekitar x = (), adalah
b B BT
fix)=lex+—x"+—x" vt —x"+.
21 3 n!

Untuk menentukan selang konvergensi deret pangkatnyn digunakan
uji nishah. Tinjau:
ﬂ'n-l

“L

ol L
22— Jim
Y el

r=hm

a-—ier

wll .
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n L]

(LR R
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Indi, selang konvergensinya adalah: - o < x < o,

Penyelesaian:
r=fx vy =T+ 2 =27 dm
@=uarctan(-2/2)=Tx/4

Tadi,
2+ 2i=22{cosTr/d—i sinTn/4)

Penyelesaian:
Tulis dahulo kedua belah ruas persamaannya dalam bentuk baku :
3+i(2y )=y +il-1)
Kemudian samakan bagian real dan imajiner kedun belah ruas
diperoleh persamaan real:

J=vy.dan2x =]
Pemecahannya adalah x =-12 . y =3,

Penyeleszian:
Pertama tuliskan dahulu pernyataan urmian kompleksnya:
(1) (1) (1+i) (1+i)

L 3

L

$onn
n |

=1 |-i-|.;|:|—_1|—i-']| 143-30 +i" )+
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Dengan menghitung masing-masing sukunya dan menggunakan i* = -
I, kemudian mengelompokkan bagion imajinemya. diperoleh:

e i R R o O L I e T R b
N L AT ) i L 6 M ) M
8 Penyelesuian:
Dengan uji nishah, diperoleh
| (L+i) 1 1
r= lim =|—|=—==«l
(L) [(L+i)] 2
Karena r < |, maka deret ini adalah konvergen mutlak.
9 Penyelesaman:
Suku ke-n deret di atas adalah
Cn(z)= EI i
n!
Jadi,
T —Eﬂ;i.—| z".: n_!:— I 71
i "2 _|:n +1)! 2 (n+1)"
Karena, r= limr, =01< [, untuk semua z, maka deret di atas adalah
konvergen mutlak untuk semua nilai 7.
] Penyelesaian:
Jika z = 1 - I maka r = 2, dan 0 = Swid. Jadi bentuk
eksponensialnya adalah
z=re” =T e, sehingga :
(1-i) =(yZe™) =de™ =
11 Penyeleszian:
i w=imal dmsrtan aisp el _girgtan
sin(+ iLn3) = *—— S
Menurut definisi fungsi logaritma @™ = 3, dan &' = 1fe" * = 173
sedangkan e =cos x + i sinm=-1, dan ™ =1/ &' = 1/{-1)= -1, Jadi.
-1)1i3-3
din i Al - 1 S
12 Penyelesaian:

Diketshui bahwa pegas vertical merupakan gerak getaran hanmonis
yang mempunyai persamann gerak ;
¥ = A sin el atau y = a cos e

(h
dengan y kedudukon vertical benda terhadap titik setimbang pegas
dengan beban.
Karena persamaan gerak ini dalam bentuk sinus atau cosinus, maka
digunakan fungsi eksponen bilangan kompleks yang sesuai, yaitu

Y]




y=Az"
(2)
Sehingga kita dapat mencan kecepatan 5 dan percepatan 2=
dy

—L = Aime™
I
3
3; =Af i.w]n: & =—Aw’ g™
4]
Gunokan Hukum Newton 1T dan Hukum Hooke ( dengan

mengabaikan gaya berat pada benda)

EF:mu

Sisipkan persamaan (1) dan (4) ke dalom perssmaan (6), sehinggn
diperaleh :
-kAe™ = -mAwe™

: k
B =— aty i =, —
m

Jadi, periode pada pegas vertikal ini adalah ini adalah T= I]TJ%.

13 Penyelesaian: i
C:AB':;_L ;I. _;r] _I _E:
=5 31
:[tl}illrflil[l]-{-lit3} {|}[_-l]-{3]1—11-{-1![f]_i:[| i]
(2)+(()+(0)(3) (3 +((=1+(1)(1) |~ [14 11
14 Penyelesaian:

Kofaktor dori elemen kolom ketiga, -1, 1. dan |, berturut-turut
dinyatakan oleh Kis, Kz, Kz adalsh:

; |l =1

K= (1)) T1=4
w2 1.

K:-Z"“ T 'I‘:__
o

K, =1I1) : ‘:—3




Sehingga determinan matriknya adalah:

2 1 -l
L -1 H=(=hK, + (DK # (DK, = (=1 (4)+(1)(=2)+(1){-3)7
7 i G
I3 Penyelesaian:
Z 1 = Z 1 =
D=det(a)=(1 -1 1|=-9 u=7 =1 1|=-27
z 2 4 21
2 3 -l 2 1 2
u=[1 7 l[=I8 u =1 -1 7=-I8
24 | 2 2 4
Maka menurut metode Cramer, pemecahan untuk x, y. dan z berturut-
turut adalah:
1=_'I_|| : —2?:3: }I:IJ. s lR:_l . u, =—I}"-:1
D -9 D -4 D -9
16 Penyelesamn:
Pada contoh di atas kofaktor dari elemen-elemennya pada kolom
ketiga, yakni K3, Kz, K. Dengan menghitung elemen kolom 1 dan
2, diperoleh matriks kofaktor
2 1 -l -3 1 47
A={1 -1 | |>cof(A)=|-3 4 -2
. i
12 2 0 -5 -3
Karena adjoint dari A adalah transpose dani cof (A), maka
-3 -3 f]1
adifA)=] 1 4 -3
4 =2 —HJ
Determinan dari A juga telsh dihitung pada contoh soal sebelumnya,
yang hasilnya adalah det{A) = -9. Dengan demikian invers matriks A
adalah
i -3 3 0] w3 uUF 0]
Atz——xadj(A)=—(l/9)| 1 4 3|=|-l/9 —4/9 1/3
det{A) 4 2 3| |-49 29 13
17 Penyelesaian :

Dian persamaan Linear diperoleh:
% 1 01 [

=l ¥ A=12 0 1 b=|0
Z It 11 1
Do persamaan di atas dapat dihitung :

L




Dan
-1 -1 2]
K={1 0 -l
[0 1 0]

Jadi
[-1 1 0
Kr=|-1 0 1
12 -1 o0

Dengan n{enggunaka.n metode matriks kofakior

| t;_—l I 0

== KT==i—-1 0 1
det A 1

& 12 -1 0

Sehingga penyelesaian persamaan linear dapat dilakukan dengan
menggunakan persamaan sebagai berikut:
X=A"

% -1 1 o]l =1+0+0

Iyl=(=F 0 1){0(=|=l+0%]]=

|2 2 -1 0jj1f | 2+0+0
I8 Penyelesuian:

Untuk mencari nilai eigen harus dibentuk ke dalam persamaan
karakteristik kemudian mencari akor-skar karakteristiknya. Persamaan
karakteristik yang bersangkutan adalah:
(1-2) 1 3
det(A-il)=| | (5-3) I |=0
3 | (1-%)

A, 3'-Tat+36=0
Akar-akarnya adalah;

d:".|||:61 .?..:.=3, ;".|'1|:-2
Sedangkan untuk menentukan  vector-eigen  dilakuakn  dengan
menuliskan persamazan eigen dalam komponen vector-eigen kemudian
mencar pemecohannya untuk setiap niloi-eigen.
Karena A berukuran (3 x 1), maka vector-eigen X memiliki tiga
komponen.,
X" =[x v z|". sehingga system persamaan nilsi-eigen yang
bersangkutan adalah:




([1-&)x+ ¥+ 3z=0
xH(5-h)y+ 3z2=0

X+ y+(3-4)z=0
Untuk memecahkan persamaun homogen ini, pilih secara bebos nilai
bagi x. atau y. atau z; kemudian sisipkan satu nilal tertentu, dan
pecahkan bagi vanable yang sisa,
Misalkan dipilih x = |, maka pernvataan komponen eigen vang

bersangkutan adalah:

Untuk:

Aoy =0, Xu=H 215
h=3, XL =01 =11

hp=-2, XL =[O0 -If

Karena persamaan linear matriks:aX, + b X, + ¢Xi3, = 0, hanyalah
dipenuhi untuk a1 = b = ¢ = 0, maka ketiga vector-eigen ini bebas
linear. Dengan menormalisasi, diperolel vector-eigen ternormalisasi:

T __l- T T _L T T _L T
X...—\I,'E.—X...' X.:.—ﬁx.:.' xn._\jl'jx”-

Karena, X:-.X,:.:X.T..X:-.: X.1.-.X.-.:"- mutka ketiga vector-

eigen ini membentuk suatu himpunan vector-eigen ortonormal.

19 Penyelesmian:

[/ G- [P .

—_—=— - (V)i |=v —V¥ 5l XY

For | &y"-sin (xy) )=y —ycos(xy)

r_—f :_r—{ xy™- sin (xy}) = 2xy —xcos(xy)

oy
20 Penyelesaian:

Karena r_—l =y’ —ycos{ xy)dan r_—f = Mxy—xcos{xy) kontino, maka

% o
diferensial totalnya adalah:
df :[}" —yeos(xy) |dx +| 2xy —x cos{ 13.-'}]::1}'

21 Penyelesaian:

A_ofx ooy o
i Ve S T R AL
=(2x+ 2y )(1)+ (2x—Inz)(1)+{-¥/2)(2)
=4x+2y—Imz—-2y/z
A_Ax Ay A
oV RV YooY de v
=(2x+ 2y Y 2v)+(2x—Inz }(=2v ) +{-y/z){()

=4vy+2vinz




132

Penyelesaian:
Dari fungsi implisit: $(x. y, z)=x* +y + 2" - 1 =0,
e =2, % =2y, s =33
ox & ° o
Maka:
de_ (dplox)  x

H_ {r‘ﬂ:-"r'fi]_ £
or__(ob/2y)__y
oy - (! az) oz

3 Penyelesaian:
ar=| 2| dps l_{] av+f i] dT=0
N - V), ar),
Jika saloh satu variable p, V., atau T dibuat tetap. maka salah satu dp,
dV, atau dT sama dengan nol. Diperoleh:
I )
(V) e, | 1
LeT | [ of (T
\ov | | \ v l
| af |
|"q"T] I LY ;: 1
| op [efy |
) i:Tlr,‘j [FT,‘
{2
rapy _ [lev). |
ol
L o tp /.
Perkalian Lctlgn turunan parsial indigen cara sebagai berikut
(2) I (V) __(T)
aviler)  \ap)
Maka
dp ) (e (T
EdlE ISR
4 Penyelesuian:

Integralkan terhadap y dengan mempertahankan x tetap:
[lxy)dy=4xy'T =4x((x) -0°) =

Kemudian integrulkan hasil di atas terhadap x, diperoleh:




I:;[[L:x-'}dj:l_lli.. :,:%

Penyelesaian:

Langkaly 1 tentuken pevalihan integran fix, v) ke g (r, g).

Karena. f(x, v} = xy. maka terhadap transformasi koordinat polar {r.
), dinystakan dalam bentuk:

gir, 8) = f(x(r, 8), yir, 8)) = r' cos O sin 6,

Langkaly II: menpgambarkan daerah integrasi D,

g . ]
1 G 2
| |
2 I |
q‘-‘"\\ i |
' A8 -
£ \D” Drg
= r
z 2 X € 5
(a) {b)

Gambar (a) . daerah integrasi D, dan (b} peta Dy,

Dari gambar, Dy, tampak dibatasi oleh tiga kurvay vaitu ;

Ci: 3y=0, 0=x<2

C:: x+y =4

GCi: x=0, 0gy=l,
Yang diperlihatkan pada gambar bagian {a). Karena factor Jacobi. ] =
r, bernilai nol di itk O, r = 0, maka untuk menghindar kesingularan
ini. dibentuk kurva batas ke-4. C. berupa lingkaran:

Ci: E+y=£, Deg.<?
Dan pada akhimya mengambil limit £ — 0.

Langkah 3. Menggambarkan peta doeral integrasi D 5
Untuk menggambarkan pets dagrah D, pada bidang ), kita petakan
masing-masing kurva  batas lalu mencirikan daerah batss yang

Ci:y=0, esx<l, dipetakan ke kurva:

Cer=yx*+y =x, B=mn'{yx)=0

Pada bidang (r. @), x adalah parameter kurva C'; jadi, C° adalah
selang terbuka £ < r < 2 pada sumbu r.

Ca: "ty =4, dipetakan ke kurva:

Crr=ofx*+y =4822,  o=mn'(yx)=tan'(yJi-y")
Disini y adalah parzmeter kurva C"; pada bidang ir.8). Karena 0 < y =
2, maka 0 < 8 <2 . Jadi C'; adalah penggal paris sejajar sumbu O
yang memotong sumbu rdir= 1.

Dengan cara yang sama. Cy dipetakan ke penggal garis C'5 sejajar
sumbu r, yangmemotong sumbu 8 di 8 = z/2, dan tedetak antara & =




r< 2 C,dipetakan ke penggal gans C"; sejajar sumbu 6, antara (1 < 6<
=2, yang memotong sumburdir=e< 2.
Keempat kurva dalam bidang (r, 8} ini. membatasi daerah Dy
berbentuk empat persegi panjang. Seperti gambar (b).
Jadi, terhadap koordinat polar. integral lipat dua mejadic

I= H“ (r’ cosOsiné)(r)drdt

=lim _[ (ridr) ]-1 cos Bsin B do

= Ilrllr[_%r] 'i__l:':m:u]___" =3

Penyelesaian:
Jika fix. v, 2) = pix. y. z) adalah ropst massa benda yang menempati
volume rang V, maka massa total benda adalah:

M= ]uiﬂlipu,,};.g )V, = [[[pdV =c][[ drdydz

Untuk menggunakan koordinat silinder, pertama lakukan transformasi
koordinat :

=ax"; y=bhyY =z

yung memiliki factor Jacobi 1 = ab. Persamann permukaan kerucut
eliptik dalam koordinat (x'. ¥', z) adalah : z = b (x™ + ¥}, vang
memperlihatkan  simetri  silinder terhadap sumbu-z. Selanjutnya,
terhadap koordinat (x°, ¥, z) ini, [akukan transformasi ke koordinat
silinder (r. (). ) :

=rcosth y =rsini; =1z
dalam mana persamaan kerucul lersederhanakan menjadi ;
z'=hT
Pada gambar di bawah.
z

-

X

tupar volume Vo normal terhoadap bidang x'y', dengan permukasn
batas bawah adalah permukaan kerucut eliptik z; = hr dan bidang 22 =
h sebagai batas atasnya. Jadi integral berulang massa benda adalah




M = abe[], dx'dy’dz’=( ab-:]jJ'“| idz }dmu

- {alx}_””h{i — ) rdrdét

Proyeksi gabungan permukann batas volume ruang mi pada bidang
x'y" adalah piringan lingkaran dengan batas lingkaran berjari-jan r =
I Jadi.

M :mbc}.j...\j:-h“ ~rrdrdé = ; h{abc)

Untuk menghitung koordinat z pusat massa benda. kita hitung dahulu
momen massanya terhadap bidang xy. My, Dengan cara yang sama
diperoleh :

M., =abe]f 2dx'dy da’ = (abe) | [tz |rards
ET—

:lz[ubc';h" _[ ]{r—r']drdﬂ:%h;{nh:}
Jadi. koordinat Z pusat massa benda, adaluh:

M, (a0 4

M [y A
| 3(abe) |

h

Penyelesaian:
e v =(2i-3j+6k)+(4i-2j-4k ) = 6i - 55+ 2k
Besarnya:

lusv]=f(8) +(=5) +(2) =+/65=8.06

Penyelesaian:
wv=u v, +u v, +uv, =2+ (=11 +(1)(2)=3
Karena

Y 4+ (=1) +(1) =6, |u-|=.f|:1:|"|{|}"-|2:=1.|"ﬁ_

A 3
casp=_Y =[

v Vo6 2

Ataun = 6"

Penyelesaian:

Persamaan garisnya dalam bentuk parameter. Diperoleh:

x=1+3L y=-1-t =3t

kemudian sisipkan pemvataan parameter x{t). vit), dan z(t) di atas ke




dalam persamaan bidang:
3x + 2y — z = 5 diperoleh persmaaan bagi t:
3(1+20) + 2{-1-1) = (31) = 5 atau
i=4
Sisipkan milai t = 4  ini ke dalam persamaan pammeler gars,
memberikan koordinat titik potong P, yakni:
=9 y=-5 =12

30 Penyeleszian:
Menururt definisi fungsi periodic, penode fungsi adalah L = 2x: jadi p
= 1, dan selang dasarnys adalsh: -n < x < = dengan a = -z Dilvar
selung ini, fix) didefinisikan sebagni perfuasan  periodiknya dalam
selang dasar.
Jadi koefisien fourier fix) adalah:
17 1} I}
a,=— | f{x)dx=— | (l}jdx+—[(D)dx =L
: J,” ILH n,f,”
a, :ijﬂ x]msnxdx:l I{J}msnxdx
R A5
b = 1 _i f{x)sinnxdx = 1 j (1}sinnxdx = —-E—[C’DSHI]H
TTRE ¢ S nm E
l 1 n = —
=a=—]= =——/|l=(-1) |]={ ~
I'lrr{ connm) m-.[ (1) :' {,. —
Dengan demikian. uraian fourier bagi fungsi fix) adoslah
f{xl:-f—r—ii l-‘l—:—l]‘]sjnnx
_2{sinx sindx  sindx '|
e el e + e
2 A t 3 5 )
K] | Penyelesaian:

{a). Persamann yang diberikan dapat ditulis sehagai x(4+y~ iz +
yi1+x?) dy = 0 atay

xdx  ydy ~0

l+x" 4y

Integralkan,
Anfl+x*)+Lin(d+ ¥ |=c,
Y ity

Inf(l+x* 4+ y*)]=2c, atou (1+x* W4+ v )=e™ =¢
Jadi penyelesaian wmum yang diinginkan adalah
+x*Wd+v'h=e

(b). Untuk Penyelesaian khususnya di mana v(1) =2, yaitluy =2

bilamana x = 1, ambillah x = 1, v =2 dalam (1
untuk memeperoleh

N4y )=c

=16, Jadi (1+x")(4+y7)=16




L
(B

Penyelesaian

Kita mempunyai dy/dx =8 — 3y, schingga dengan memisahkon

peubahnya

dy dy
-3y =dz atau !3_3}_ :jda.
Jadi

—Ln(8-3y)=x+c,
Ambil x =0 duan y=2, diperoleh —In2 =¢, . dan penyelesaiannya
yang diinginkan adalah
-1Ini8-3yj=x-<1In2
Penyelesaian ini juga dapat dituliskan sebagai
Lini8—3y)-iln2=-—x,
n(B-3y)-ln2=-3x

~3y
X. E_.-."‘r. —

L g ¥.s

e atsu akhirnya

Pem;'riks.aan:
Jika y=3{4-e™)

Maka y(0)=3(4—€")=3(3)=2
Juga dy =2(3e™)=2e ™ schingga
g dx 'V W 28

d" = - 1
[-1;-33.':22 +3.3(4-e" =8

Penyeleszian:
Misalkan U = temperature obyek itu setelah t menit. Maka
I:;; = U-20 atuw ":;; =k({U-20)
Selesaikan , U = 20+ ce", Pada t =0, U = 80 sehinggn ¢ = 60 dan U =
20 + 60", Pada t = 20, U = 60 sehingga e™ = 23, &" = (%)%,
Maka

U=20+60e" =20+ 60{e*) =20+ 60(2) ™
Bilumana 1 = 40, U = 20 + 60(2/3) = 46,7°C
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